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Longitudinal and transversal current in collisional
plasma, generated by two transversal electromagnetic
waves
A. V. Latyshev, A. A. Yushkanov
Moscow State Regional University
From kinetic Vlasov equation for collisional plasmas distribution function in square-
law approximation on sizes of intensivities of electric fields is received. The known
integral of collisions of relaxation type, so-called BGK (Bhatnagar, Gross, Krook)
integral of collisions is considered. The formula for calculation electric current at any
temperature (any degree of degeneration of electronic gas) is deduced. This formula
contains an one-dimensional quadrature.
It is shown, that the nonlinearity account leads to occurrence the longitudinal
electric current directed along a wave vector. This longitudinal current is orthogonal
to a known transversal classical current, received at the linear analysis.
When frequency of collisions tends to the zero, all received results for collisional
plasmas pass in corresponding formulas for collisionless plasmas.
The case of small values of wave number is considered. It is shown, that the
received quantity of longitudinal current at aspiration of frequency of collisions to
zero also passes in corresponding expression of current for collisionless plasmas.
Graphic comparison of dimensionless quantity of current depending on wave number,
frequency of oscillations of electromagnetic field and frequencies of electron collisions
with plasma particles is carry out.
ВВЕДЕНИЕ
В настоящей работе выводятся формулы для вычисления электриче-
ского тока в столкновительной плазме Ферми—Дирака.
При решении кинетического уравнения Власова, описывающего пове-
дение плазмы, мы учитываем как в разложении функции распределения,
так и в разложении величины самосогласованного электромагнитного
поля величины, пропорциональные квадратам напряженностей внешних
электрических полей и их произведению.
При таком нелинейном подходе оказывается, что электрический ток
имеет две ненулевые компоненты. Одна компонента электрического тока
направлена вдоль напряженности электрического поля. Эта компонента
электрического поля точно такая же, как и в линейном анализе. Это "по-
перечный" ток. Таким образом, в линейном приближении мы получаем
известное выражение поперечного электрического тока.
Вторая ненулевая компонента электрического тока имеет второй по-
рядок малости относительно величин напряженностей электрических по-
лей. Вторая компонента электрического тока направлена вдоль волново-
го вектора. Этот ток ортогонален первой компоненте. Это "продольный"
ток.
Появление продольного тока выявляется проведенным нелинейным
анализом взаимодействия электромагнитных полей с плазмой.
Нелинейные эффекты в плазме изучаются уже длительное время [3]–
[9].
В работах [3] и [5] изучаются нелинейные эффекты в плазме. В ра-
боте [5] нелинейный ток использовался, в частности, в вопросах вероят-
ности распадных процессов. Отметим, что в работе [4] указывается на
существование нелинейного тока вдоль волнового вектора (см. формулу
(2.9) из [4]).
Квантовая плазма изучалась в работах [9]– [22]. Столкновительная
квантовая плазма начала изучаться в работе Мермина [15]. Затем кван-
товая столкновительная плазма изучалась в наших работах [16]– [20]. На-
ми изучалась квантовая столкновительная плазма с переменной часто-
той столкновений. В работах [21] – [23] было исследовано генерирование
продольного тока поперечным электромагнитным полем в классической
и квантовой плазме Ферми—Дирака [21], в максвелловской плазме [22] и
в вырожденной плазме [23].
Укажем еще на ряд работ по плазме, в том числе и квантовой. Это
работы [10]– [14].
В настоящей работе рассматривается классическая плазма при про-
извольной температуре, то-есть при произвольной степени вырождения
электронного газа. В плазме распространяются два внешних электромаг-
нитных поля. Требуется найти отклик плазмы на эти два поля. Для этого
решается уравнение Власова—Больцмана методом малого параметра. В
качестве интеграла столкновений используется модель релаксационного
типа, так называемый интеграл столкновений БГК (Бхатнагар, Гросс
и Крук) (см., например, [1] и [2]). В качестве малых параметров рас-
сматриваются величины напряженностей электрических полей. Постро-
ена функция распределения электронов плазмы. Для этого используется
квадратичное (по степени малых параметров) разложение функции рас-
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пределения и интеграла столкновений.
Функция распределения используется для для вычисления электри-
ческого тока в плазме. Оказалось, что генерируемый двумя электромаг-
нитными полями электрический ток в плазме имеет, как уже указыва-
лось, две ненулевые ортогональные компоненты. Одна компонента — это
известный поперечный ток. Этот ток выявляется при линейном анализе
с помощью линейного разложения функции распределения и интегра-
ла столкновений. Квадратичное разложение функции распределения и
интеграла столкновений не влияет на величину и направление линейно-
го поперечного тока. Помимо линейного тока нелинейный анализ обна-
руживает существование продольного электрического тока, ортогональ-
ного известному классическому току. Этот продольный ток состоит из
трех и определяется квадратами напряженностей электрических полей
и произведением их первых степеней. Первые два слагаемых продольно-
го электрического тока (пропорциональные квадратам напряженностей
электрических полей) имеют такую же структуру, что и в случае одного
электрического тока (см. [21]). Принципиально новым составляющим то-
ком является так называемый "перекрестный" ток. Это слагаемое, про-
порциональное произведению напряженностей электрических полей.
В заключение статьи приводится графический анализ "перекрестно-
го" тока: приведены графики действительной и мнимой части безраз-
мерного перекрестного тока в зависимости от величины волнового числа
одной из электрических волн при различных значениях химического по-
тенциала, частоты столкновений и волнового числа второй из электри-
ческих волн.
1 УРАВНЕНИЕ ВЛАСОВА—БОЛЬЦМАНА
Покажем, что в случае классической плазмы, описываемой уравнени-
ем Власова, генерируется продольный ток и вычислим его плотность. На
существование этого тока указывалось более полувека тому назад [4].
Возьмем уравнение Власова, описывающее поведение столкновитель-
ной плазмы с интегралом столкновений БГК (Бхатнагар, Гросс и Крук)
∂f
∂t
+ v
∂f
∂r
+ e
(
E1 +E2 +
1
c
[v,H1 +H2]
)
∂f
∂p
= ν(feq − f). (1.1)
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В уравнении (1.1) f – функция распределения электронов плазмы,
Ej,Hj (j = 1, 2) – компоненты электромагнитного поля, c – скорость
света, p = mv – импульс электронов, v – скорость электронов, ν – эффек-
тивная частота столкновений электронов с частицами плазмы, функция
распределения электронов Ферми—Дирака, feq(r, v) (eq≡ equilibrium) –
локально равновесное распределение Ферми—Дирака,
feq(r, v) =
[
1 + exp
E− µ(r)
kBT
]−1
.
Здесь E = mv2/2 – энергия электронов, µ(r) – химический потенциал
электронного газа, kB – постоянная Больцмана, T – температура плазмы.
Локально равновесное распределение Ферми—Дирака будем исполь-
зовать с безразмерными параметрами в виде
feq(r, P ) =
[
1 + exp(P 2 − α(r))
]−1
.
Здесь P = P/pT – безразмерный импульс электронов, pT = mvT ,
vT – тепловая скорость электронов, α(r) – безразмерный химический
потенциал, kBT = ET – тепловая кинетическая энергия электронов,
vT =
√
2kBT
m
, α(r) =
µ(r)
kBT
, kBT = ET =
mv2T
2
.
Ниже нам понадобится абсолютное распределение Ферми—Дирака f0(v)
с постоянным химическим потенциалом,
f0(v) =
[
1 + exp
E− µ
kBT
]−1
=
[
1 + exp(P 2 − α)
]−1
= f0(P ),
где α = const .
Будем считать, что в плазме имеется два электромагнитных поля,
каждое из которых представляет собой бегущую гармоническую волну с
волновым вектором kj и частотой колебаний ωj:
Ej = E0je
i(kjr−ωjt), Hj = H0je
i(kjr−ωjt), j = 1, 2.
Напряженности электрических и магнитных полей связаны между со-
бой через соответствующие векторные потенциалы электромагнитных
полей:
Ej = −
1
c
∂Aj
∂t
=
iωj
c
Aj, Hj = rotAj, j = 1, 2.
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Будем считать, что векторный потенциал электромагнитного поля
Aj(r, t) ортогонален волновому вектору kj, т.е.
kj ·Aj(r, t) = 0, j = 1, 2.
Это значит, что волновой вектор kj ортогонален напряженностям соот-
ветствующих электрических и магнитных полей:
kj · Ej(r, t) = kj ·Hj(r, t) = 0, j = 1, 2.
Для определенности будем считать, что волновые векторы обеих по-
лей направлены вдоль оси x, а электромагнитные поля направлены вдоль
оси y, т.е.
kj = kj(1, 0, 0), Ej = Ej(x, t)(0, 1, 0).
Следовательно,
Ej = −
1
c
∂Aj
∂t
=
iωj
c
Aj,
Hj =
ckj
ωj
Ej · (0, 0, 1), [v,Hj] =
ckj
ωj
Ej · (vy,−vx, 0),
Ej = Ej(x, t) = E0je
i(kjx−ωjt) (j = 1, 2),
e
(
Ej +
1
c
[v,Hj]
)
∂f
∂p
= e
Ej
ωj
[
kjvy
∂f
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f
∂py
]
,
а также
[v,Hj]
∂f0
∂p
= 0, так как
∂f0
∂p
∼ v.
Теперь уравнение (1.1) можно представить в следующем виде:
∂f
∂t
+ vx
∂f
∂x
+ ν[f − feq] = −e
2∑
j=1
Ej
ωj
[
kjvy
∂f
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f
∂py
]
(1.2)
Рассмотрим линеаризацию локально равновесной функции распреде-
ления
feq(P, x) = f0(P ) + g(P )δα(x),
где
f0(P ) =
[
1 + eP
2−α
]−1
,
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α(x) = α + δα(x), α = const ,
g(P ) =
∂f0(P )
∂α
=
eP
2−α
(1 + eP 2−α)2
.
Уравнение (1.1) может быть переписано в виде
∂f
∂t
+ vx
∂f
∂x
+ ν[f − f0] = −e
2∑
j=1
Ej
ωj
[
kjvy
∂f
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f
∂py
]
+
+νg(P )δα(x). (1.3)
Величина δα(x) может быть найдена из закона сохранения числа ча-
стиц ∫
(feq − f)
2d3p
(2pi~)2
= 0.
Из этого закона сохранения мы получаем
δα(x)
∫
g(P )
2d3p
(2pi~)2
=
∫
[f − f0(P )]
2d3p
(2pi~)2
.
Отсюда находим, что
δα(x) =
∫
[f − f0(P )]d
3P∫
g(P )d3P
.
Заметим, что∫
g(P )d3P = 2pi
∞∫
0
dP
1 + eP 2−α
= pi
∞∫
−∞
dP
1 + eP 2−α
= pifˆ0(α),
где
fˆ0(α) =
∞∫
−∞
dP
1 + eP 2−α
= 2
∞∫
0
dP
1 + eP 2−α
.
Следовательно
δα(x) =
1
pifˆ0(α)
∫
[f − f0(P )]d
3P.
Уравнение (1.3) может быть преобразовано теперь к интегральному
уравнению
∂f
∂t
+ vx
∂f
∂x
+ ν[f − f0(P )] = −e
2∑
j=1
Ej
ωj
[
kjvy
∂f
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f
∂py
]
+
6
+νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
[f − f0(P )]d
3P. (1.4)
2 ПЕРВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
Теперь действуем методом последовательных приближений, считая
малыми параметрами величины напряженностей электрических полей
E1 и E2. Будем искать решение уравнения (1.4) в виде
f = f0(P ) + f1 + f2, (2.1)
где f1 – линейная комбинация первых степеней электрических волн, а f2
– величина первого порядка малости относительно f1.
Теперь уравнение (1.4) с помощью (2.1) эквивалентно следующим урав-
нениям
∂f1
∂t
+ vx
∂f1
∂x
+ νf1 =
= −e
2∑
j=1
Ej
ωj
[
kjvy
∂f0
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f0
∂py
]
+ νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
f1d
3P. (2.2)
и
∂f2
∂t
+ vx
∂f2
∂x
+ νf2 =
= −e
2∑
j=1
Ej
ωj
[
kjvy
∂f1
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f1
∂py
]
+ νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
f2d
3P. (2.3)
В качестве f1 возьмем
f1 = E1ϕ1 + E2ϕ2, (2.4)
Из уравнения (2.2) с помощью (2.4) получаем два уравнения
[ν − iωj + ikjvx]ϕj =
= −e
1
ωj
[
kjvy
∂f0
∂px
+ (ωj − kjvx)
∂f0
∂py
]
+ νg(P )Aj, j = 1, 2. (2.5)
Здесь
Aj =
1
pifˆ0(α)
∫
ϕjd
3P, j = 1, 2. (2.6)
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Введем безразмерные параметры
Ωj =
ωj
kTvT
, y =
ν
kTvT
, qj =
kj
kT
.
Здесь qj – безразмерное волновое число, kT = mvT/~ – тепловое вол-
новое число, Ωj – безразмерная частота колебаний электромагнитного
поля Ej, y – безразмерная частота столкновений электронов с частица-
ми плазмы.
В уравнении (2.5) перейдем к безразмерным параметрам. В результате
получаем уравнение
i(qjPx − zj)ϕj =
= −
e
kTpTvTΩj
[
qjPy
∂f0
∂Px
+ (Ωj − qjPx)
∂f0
∂Py
]
+ yg(P )Aj. (2.7)
Здесь
zj = Ωj + iy =
ωj + iν
kTvT
, j = 1, 2.
Заметим, что
∂f0
∂Px
∼ Px,
∂f0
∂Py
∼ Py.
Следовательно[
qjPy
∂f0
∂Px
+ (Ωj − qjPx)
∂f0
∂Py
]
= Ωj
∂f0
∂Py
.
Теперь из уравнения (2.7) находим, что
ϕ1 =
ie
kTpTvT
·
∂f0/∂Py
qjPx − zj
− iy ·
g(P )
qjPx − zj
Aj. (2.8)
Подставляя (2.8) в уравнение (2.6), получаем равенство
A1
(
pifˆ0(α) + iy
∫
g(P )d3P
qjPx − zj
)
=
ie
kTpTvT
∫
∂f0/∂Py
qPx − z
d3P.
Легко видеть, что интеграл в правой части этого равенства равен ну-
лю. Следовательно,
A1 = 0.
Таким образом, согласно (2.8) функция f1 построена и определяется
равенством
f1 =
ie
kTpTvT
·
[
E1
q1Px − z1
+
E2
q2Px − z2
]
∂f0
∂Py
. (2.9)
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3 ВТОРОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
В правой части уравнения (2.3) перейдем к безразмерным парамет-
рам:
∂f2
∂t
+ vx
∂f2
∂x
+ νf2 − νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
f2d
3P =
= −
e
pT
2∑
j=1
Ej
Ωj
[
qjPy
∂f1
∂Px
+ (Ωj − qjPx)
∂f1
∂Py
]
. (3.1)
Вместо f1 в уравнение (3.1) подставим (2.9). Получим уравнение
∂f2
∂t
+ vx
∂f2
∂x
+ νf2 − νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
f2d
3P =
= −
ie2
kTp2TvT
{
E21
Ω1
[
q1Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q1Px − z1
)
+
Ω1 − q1Px
q1Px − z1
·
∂2f0
∂P 2y
]
+
+
E1E2
Ω1
[
q1Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
)
+
Ω1 − q1Px
q2Px − z2
·
∂2f0
∂P 2y
]
+
+
E1E2
Ω2
[
q2Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q1Px − z1
)
+
Ω2 − q2Px
q1Px − z1
·
∂2f0
∂P 2y
]
+
+
E22
Ω2
[
q2Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
)
+
Ω2 − q2Px
q2Px − z2
·
∂2f0
∂P 2y
]}
. (3.2)
В левую часть уравнения (3.2) подставим вместо f2 выражение
f2 = E
2
1ψ1 + E
2
2ψ2 + E1E2ψ0. (3.3)
Получим три уравнения
(ν − 2iωj + 2ikjvx)ψj − νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
ψjd
3P =
= −
ie2
kTp2TvT
·
1
Ωj
[
qjPy
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
)
+
Ωj − qjPx
qjPx − zj
·
∂2f0
∂P 2y
]
(3.4)
и
[ν − i(ω1 + ω2) + i(k1 + k2)vx]ψ0 − νg(P )
1
pifˆ0(α)
∫
ψ0d
3P =
9
= −
ie2
kTp2TvT
{
1
Ω1
[
q1Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
)
+
Ω1 − q1Px
q2Px − z2
·
∂2f0
∂P 2y
]
+
+
1
Ω2
[
q2Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q1Px − z1
)
+
Ω2 − q2Px
q1Px − z1
·
∂2f0
∂P 2y
]}
. (3.5)
Из уравнения (3.4) находим:
ψj = −
iy
2
·
g(P )
qjPx − z′j
Bj−
−
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
·
1
Ωj
[
qjPy
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
)
+
Ωj − qjPx
qjPx − zj
·
∂2f0
∂P 2y
]
1
qjPx − z′j
, (3.6)
где
z′j = Ωj +
iy
2
=
ωj
kTvT
+ i
ν
2kTvT
=
ωj + iν/2
kTvT
,
Bj =
1
pifˆ0(α)
∫
ψjd
3P, j = 1, 2. (3.7)
Из уравнения (3.5) находим:
ψ0 = −
iy
2
·
g(P )
qPx − z′
B0−
−
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
{
1
Ω1
[
q1Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
)
+
Ω1 − q1Px
q2Px − z2
·
∂2f0
∂P 2y
]
+
+
1
Ω2
[
q2Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q1Px − z1
)
+
Ω2 − q2Px
q1Px − z1
·
∂2f0
∂P 2y
]}
1
qPx − z′
. (3.8)
Здесь
z′ =
Ω1 + Ω2 + iy
2
=
ω1 + ω2 + iν
2kTvT
=
z′1 + z
′
2
2
,
q =
q1 + q2
2
=
k1 + k2
2kT
,
B0 =
1
pifˆ0(α)
∫
ψ0d
3P. (3.9)
Для нахождения Bj подставим (3.6) в (3.7). Получим уравнение
Bj
(
pifˆ0(α) +
iy
2
∫
g(P )d3P
qjPx − z′j
)
= −
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
·
1
Ωj
∫
Ξjj(P)d
3P
qjPx − z′j
.
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Здесь
Ξjj(P) = qjPy
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
)
+
Ωj − qjPx
qjPx − zj
·
∂2f0
∂P 2y
.
Обозначим далее:
Jj =
∫
g(P )d3P
qjPx − z′j
, Jjj =
∫
Ξjj(P)d
3P
qjPx − z′j
.
Из предыдущего уравнения находим:
Bj = −
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
· γj,
где
γj =
Ω−1j Jjj
pifˆ0(α) +
iy
2
Jj
. (3.10)
Согласно (3.6) теперь получаем:
ψj =
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
[
iy
2
γj
g(P )
qjPx − z′j
−
1
Ωj
Ξjj(P)
qjPx − z′j
]
. (3.11)
Для нахождения B0 подставим (3.8) в (3.9). Получим уравнение
B0
(
pifˆ0(α) +
iy
2
∫
g(P )d3P
qPx − z′
)
=
= −
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
[
1
Ω1
∫
Ξ12(P)d
3P
qPx − z′
+
1
Ω2
∫
Ξ21(P)d
3P
qPx − z′
]
.
Здесь
Ξ12(P) = q1Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
)
+
Ω1 − q1Px
q2Px − z2
·
∂2f0
∂P 2y
,
Ξ21(P) = q2Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q1Px − z1
)
+
Ω2 − q2Px
q1Px − z1
·
∂2f0
∂P 2y
.
Обозначим
J0 =
∫
g(P )d3P
qPx − z′
,
и
J12 =
∫
Ξ12(P)d
3P
qPx − z′
, J21 =
∫
Ξ21(P)d
3P
qPx − z′
.
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Теперь из предыдущего уравнения находим:
B0 = −
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
· γ0,
где
γ0 =
Ω−11 J12 +Ω
−1
2 J21
pifˆ0(α) +
iy
2
J0
. (3.12)
Следовательно, функция ψ0 построена:
ψ0 =
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
[
iy
2
γ0
g(P )
qPx − z′
−
Ω1
−1Ξ12(P) + Ω2
−1Ξ21(P)
qPx − z′
]
. (3.13)
Функция распределения во втором приближении по полю построена
и определяется равенством (2.1), в котором функция f1 определяется
равенством (2.9), а функция f2 определяется равенством (3.3), в котором
функция ψj определяется равенством (3.11), а функция ψ0 – равенством
(3.13).
Выпишем функцию f2 в явном виде:
f2 =
e2
2k2Tp
2
Tv
2
T
[
2∑
j=1
E2j
(
iy
2
γj
g(P )
qjPx − z′j
−
Ω−1j Ξjj(P)
qjPx − z′j
)
+
+E1E2
(
iy
2
γ0
g(P )
qPx − z′
−
Ω−11 Ξ12(P) + Ω
−1
2 Ξ21(P)
qPx − z′
)]
. (3.14)
4 НАХОЖДЕНИЕ СТОЛКНОВИТЕЛЬНЫХ КОНСТАНТ
Формулы для вычисления констант γj и γ0, возникающих из-за нали-
чия интеграла столкновений, упростим, сведя трехмерные интегралы к
одномерным.
Начнем с константы γj. Имеем:
Jjj =
∫
Ξjj(P)d
3P
qjPx − z′j
=
=
∫ [
qjPy
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
)
+
Ωj − qjPx
qjPx − zj
·
∂2f0
∂P 2y
] d3P
qjPx − z′j
.
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Заметим, что внутренний интеграл по переменной Py от второго сла-
гаемого равен нулю:
∞∫
−∞
∂2f0
∂P 2y
dPy =
∂f0
∂Py
∣∣∣∣∣
Py=+∞
Py=−∞
= 0.
Следовательно, интеграл Jjj равен:
Jjj = qj
∫
Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
) d3P
qjPx − z′j
.
Внутренний интеграл по переменной Px вычислим по частям:
∞∫
−∞
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
) PxdPx
qjPx − z′j
= qj
∞∫
−∞
[∂f0/∂Py]dPx
(qjPx − z′j)
2(qjPx − zj)
.
Следовательно, интеграл Jjj равен:
Jjj = q
2
j
∫
Py[∂f0/∂Py]d
3P
(qjPx − z′j)
2(qjPx − zj)
.
Внутренний интеграл по переменной Py проинтегрируем по частям:
∞∫
−∞
Py
∂f0
∂Py
dPy = Pyf0
∣∣∣∣∣
Py=+∞
Py=−∞
−
∞∫
−∞
f0(P )dPy = −
∞∫
−∞
f0(P )dPy.
Следовательно, интеграл Jjj равен:
Jjj = −q
2
j
∫
f0(P )d
3P
(qjPx − z′j)
2(qjPx − zj)
.
Внутренний интеграл в плоскости (Py, Pz) вычислим в полярных ко-
ординатах:
∞∫
−∞
∞∫
−∞
f0(P )dPydPz = pi ln(1 + e
α−P 2x ).
Следовательно, интеграл Jjj равен:
Jjj = −piq
2
j
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − z′j)
2(qjτ − zj)
.
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Таким образом,
Jjj = −piq
2
jJ
1
jj,
где
J1jj =
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − z′j)
2(qjτ − zj)
. (4.1)
Далее, интеграл Jj сведем к одномерному:
Jj =
∫
g(P )d3P
qjPx − z′j
=
∞∫
−∞
dPx
qjPx − z′j
∞∫
−∞
∞∫
−∞
g(P )dPydPz =
= pi
∞∫
−∞
f0(τ)dτ
qjτ − z′j
.
Найдем знаменатель выражения (3.10):
pifˆ0(α) +
iy
2
Jj = pi
∞∫
−∞
qjτ − Ωj
qjτ − z′j
f0(τ)dτ = piJ
1
j ,
где
J1j =
∞∫
−∞
qjτ − Ωj
qjτ − z′j
f0(τ)dτ. (4.2)
Следовательно, столкновительные константы γj согласно (3.10) рав-
ны:
γj = −
q2j
Ωj
·
J1jj
J1j
, j = 1, 2. (4.3)
Перейдем к нахождению γ0. Имеем:
J12 =
∫
Ξ12d
3P
qτ − z′
=
=
∫ [
q1Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
)
+
Ω1 − q1Px
q2Px − z2
·
∂2f0
∂P 2y
] d3P
qτ − z′
=
= q1
∫
Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
) d3P
qτ − z′
=
= q1q
∫
Py[∂f0/∂Py]d
3P
(qPx − z′)2(q2Px − z2)
= −q1q
∫
f0(P )d
3P
(qPx − z′)2(q2Px − z2)
=
14
= −piq1qJ
1
12,
где
J112 =
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qτ − z′)2(q2τ − z2)
. (4.4)
Аналогично,
J21 = −piq2qJ
1
21,
где
J121 =
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qτ − z′)2(q1τ − z1)
. (4.5)
Знаменатель (3.12) равен:
J0 =
∫
g(P )d3P
qPx − z′
= pi
∞∫
−∞
f0(τ)dτ
qτ − z′
.
Теперь
pifˆ0(α) +
iy
2
J0 = piJ
1
0 .
Здесь
J10 =
∞∫
−∞
qτ − Ω
qτ − z′
f0(τ)dτ, (4.6)
где
Ω =
Ω1 +Ω2
2
.
Следовательно, константа γ0 равна:
γ0 = −
q
J10
( q1
Ω1
J112 +
q2
Ω2
J121
)
. (4.7)
5 ПЛОТНОСТЬ ПОПЕРЕЧНОГО ТОКА
Найдем плотность электрического тока
j = e
∫
vf
2d3p
(2pi~)3
. (5.1)
Во втором приближении плотность электрического тока равна:
j = e
∫
v[f0(P ) + f1 + f2]
2d3p
(2pi~)3
.
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Это равенство представим в виде суммы двух слагаемых:
j =
2e
(2pi~)3
[ ∫
f1d
3p +
∫
f2d
3p
]
= jlinear + jquadr.
Здесь
jlinear =
2e
(2pi~)3
∫
vf1d
3p =
2e
(2pi~)3
∫
vyf1d
3p = jlineary · (0, 1, 0),
где
jlineary =
2e
(2pi~)3
∫
vyf1d
3p,
а также
jquadr =
2e
(2pi~)3
∫
vf2d
3p = jquadrx (1, 0, 0),
где
jquadrx =
2e
(2pi~)3
∫
vxf2d
3p.
Таким образом, плотность электрического тока в плазме имеет следу-
ющую структуру:
j = (jquadrx , j
linear
y , 0).
Из этого равенства видно, что поперечный ток, ортогональный волно-
вому вектору, определяется только первым, линейным приближением, а
продольный ток, направленный вдоль волнового вектора, определяется
квадратичным приближением функции распределения.
Далее вектор плотности тока будем обозначать через
j = (jx, jy, 0).
Здесь jy – плотность поперечного тока. Согласно (5.1) имеем:
jy = e
∫
vyf1
2d3p
(2pi~)3
=
2ep3TvT
(2pi~)3
∫
f1Pyd
3P. (5.2)
Этот ток направлен вдоль напряженности электромагнитных полей,
его плотность определяется только первым приближением функции рас-
пределения (2.9).
Второе приближение функции распределения вклад в плотность тока
не вносит.
Подставим (2.9) в (5.2). Получаем, что
jx =
2ie2p2T
(2pi~)3kT
2∑
j=1
Ej
∫
Py[∂f0/∂Py]
qjPx − zj
d3P. (5.3)
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Этот ток состоит из двух слагаемых, пропорциональных первой сте-
пени величин напряженностей электрических полей.
Упростим эту формулу. Заметим, что внутренний интеграл по пере-
менной Py равен:
∞∫
−∞
Py
∂f0(P )
∂Py
dPy = Pyf0(P )
∣∣∣∣∣
Py=+∞
Py=−∞
−
∞∫
−∞
f0(P )dPy = −
∞∫
−∞
f0(P )dPy.
Следовательно, плотность поперечного тока согласно (5.3) равна:
jy = −
2ie2p2T
(2pi~)3kT
2∑
j=1
Ej
∫
f0(P )d
3P
qjPx − zj
.
Вычислим внутренний двойной интеграл в плоскости (Py, Pz). Тогда
получаем, что
jy = −
2ipie2p2T
(2pi~)3kT
2∑
j=1
Ej
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
qjτ − zj
. (5.4)
Найдем числовую плотность концентрацию частиц плазмы, отвечаю-
щую абсолютному распределению Ферми—Дирака
N =
∫
f0(P )
2d3p
(2pi~)3
=
8pip3T
(2pi~)3
∞∫
0
eα−P
2
P 2dP
1 + eα−P 2
=
k3T
2pi2
l0(α),
Воспользуемся связью числовой плотности в равновесном состоянии,
теплового волнового числа и безразмерного химического потенциала:
N =
k3T
2pi2
l0(α), (5.5)
где
l0(α) =
∞∫
0
ln(1 + eα−τ
2
)dτ.
Теперь плотность тока (5.4) можно представить в виде:
jx = −iyσ0
1
2l0(α)
2∑
j=1
Ej
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)
qjτ − zj
dτ,
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или, короче,
jx = σ0(j1E1 + j2E2), (5.6)
где σ0 = e
2N/mν – статическая электрическая проводимость,
jj = −
iy
2l0(α)
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)
qjτ − zj
dτ.
Формулу (5.6) представим в бескоординатном (инвариантном) виде:
j = σ0(j1E1 + j2E2). (5.7)
В формуле (5.7)
jj = −
iy
2l0(α)
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)
qjP− zj
dτ,
где
τ =
qjP
qj
=
kjP
kj
, j = 1, 2.
Выделим физически значимую действительную часть поперечного то-
ка. Используя формулу (5.6) находим, что
Re jx = σ0
y
2l0(α)
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)×
×
2∑
j=1
E0j
y cos(kjx− ωjt) + (qjτ − ωjt) sin(kjx− ωjt)
|qjτ − Ωj − iy|2
dτ. (5.8)
Здесь E0j – действительные амплитуды напряженностей электриче-
ских полей.
Формулу (5.8) также представим в бескоординатном виде:
Re j = σ0
y
2l0(α)
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)×
×
2∑
j=1
E0j
y cos(kjr− ωjt) + (qjP− ωjt) sin(kjr− ωjt)
|qjP− Ωj − iy|2
dτ.
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6 ПЛОТНОСТЬ ПРОДОЛЬНОГО ТОКА
Далее будем исследовать продольный ток jquadrx , имеющий второй по-
рядок малости по величинам напряженностей электрических полей. Бу-
дем обозначать этот ток jx. Имеем:
jx = e
∫
vxf2
2d3p
(2pi~)3
=
2ep3TvT
(2pi~)3
∫
Pxf2d
3P.
С помощью разложения (3.12) представим продольный ток в виде трех
слагаемых:
jx = E
2
1j1 + E
2
2j2 + E1E2j0. (6.1)
Здесь
jj =
2e3pTvT
(2pi~)3
∫
Pxψjd
3P, j = 0, 1, 2.
Представим предыдущие три равенства в явном виде, воспользовав-
шись связью числовой плотности с тепловым волновым числом и безраз-
мерным химическим потенциалом (5.5). В результате получаем:
jj =
e3N
4pil0(α)k2Tp
2
TvT
·
[
iy
2
γj
∫
g(P )Pxd
3P
qjPx − z′j
−
1
Ωj
∫
Ξjj(P)Px
qjPx − z′j
d3P
]
, j = 1, 2,
(6.2)
j0 =
e3N
4pil0(α)k2Tp
2
TvT
·
[
iy
2
γ0
∫
g(P )Pxd
3P
qPx − z′
−
1
Ω1
∫
Ξ12(P)Px
qPx − z′
d3P−
−
1
Ω2
∫
Ξ21(P)Px
qPx − z′
d3P
]
. (6.3)
Вычислим интегралы:
∫
g(P )Pxd
3P
qjPx − z′j
= pi
∞∫
−∞
f0(P )PxdPx
qjPx − z′j
= −
piqj
2
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − z′j)
2
,
и ∫
g(P )Pxd
3P
qPx − z′
= pi
∞∫
−∞
f0(P )PxdPx
qPx − z′
= −
piq
2
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qτ − z′)2
.
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Далее ∫
Ξjj(P)Pxd
3P
qjPx − z′j
=
=
∫ [
qjPy
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
)
+
Ωj − qjPx
qjPx − zj
∂2f0
∂P 2y
]
Pxd
3P
qjPx − z′j
=
= qj
∫
Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
) Pxd3P
qjPx − z′j
=
= qjz
′
j
∫
Py[∂f0/∂Py]d
3P
(qjPx − zj)(qjPx − z′j)
2
= −qjz
′
j
∫
f0(P )d
3P
(qjPx − zj)(qjPx − z′j)
2
=
= −piqjz
′
j
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − zj)(qjτ − z′j)
2
.
Аналогично,
∫
Ξ12(P)Px
qPx − z′
d3P = −piq1z
′
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(q2τ − z2)(qτ − z′)2
и ∫
Ξ21(P)Px
qPx − z′
d3P = −piq2z
′
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(q1τ − z1)(qτ − z′)2
.
В предыдущих равенствах были использованы соотношения:
∞∫
−∞
∂2f0
∂P 2y
dPy =
∂f0
∂Py
∣∣∣∣∣
Py=+∞
Py=−∞
= 0.
и
q1
∞∫
−∞
Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
qjPx − zj
) PxdPx
qjPx − z′j
= q1z
′
j
∞∫
−∞
Py[∂f0/∂Py]dPx
(qjPx − z′j)
2(qjPx − zj)
,
где j = 1, 2,
q1
∞∫
−∞
Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q2Px − z2
) PxdPx
qPx − z′
= −q1z
′
∞∫
−∞
Py[∂f0/∂Py]dPx
(q2Px − z2)(qPx − z′)
,
q2
∞∫
−∞
Py
∂
∂Px
( ∂f0/∂Py
q1Px − z1
) PxdPx
qPx − z′
= −q2z
′
∞∫
−∞
Py[∂f0/∂Py]dPx
(q1Px − z1)(qPx − z′)
,
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∞∫
−∞
Py
∂f0
∂Py
dPy = Pyf0
∣∣∣∣∣
Py=+∞
Py=−∞
−
∞∫
−∞
f0(P )dPy = −
∞∫
−∞
f0(P )dPy,
и
∞∫
−∞
∞∫
−∞
f0(P )dPydPz = pi ln(1 + e
α−P 2x ).
Теперь равенства (6.2) и (6.3) сводятся к одномерным интегралам:
jj =
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
[
−
iyqj
4
γj
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − z′j)
2
+
+
qjz
′
j
Ωj
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − zj)(qjτ − z
′
j)
2
]
(6.4)
и
j0 =
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
[
−
iyq
4
γ0
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qτ − z′)2
+
+
q1z
′
Ω1
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(q2τ − z2)(qτ − z′)2
+
q2z
′
Ω2
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(q1τ − z1)(qτ − z′)2
]
. (6.5)
Перепишем равенства (6.4) и (6.5) с помощью ранее введенных обо-
значений (4.1), (4.2), (4.4), (4.5) и (4.6) из п. 4:
jj =
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
[
−
iyqj
4
γjJ
2
j +
qjz
′
j
Ωj
J1jj
]
(6.6)
и
j0 =
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
[
−
iyq
4
γ0J
2
0 +
q1z
′
Ω1
J112 +
q2z
′
Ω2
J121
]
. (6.7)
В равенствах (6.6) и (6.7) введены обозначения:
J2j =
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qjτ − z′j)
2
и
J20 =
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
(qτ − z′)2
.
21
Теперь воспользуемся выражениями столкновительных констант (4.3)
и (4.7). В результате получаем следующие выражения для составляющих
продольного электрического тока:
jj =
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
qjJ
1
jj
Ωj
[
z′j +
iy
4
q2j
J2j
J1j
]
(6.8)
и
j0 =
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
[
z′ +
iy
4
q2
J20
J10
][
q1
Ω1
J112 +
q2
Ω2
J121
]
. (6.9)
В выражении перед интегралами из (6.8) и (6.9) выделим плазменную
(ленгмюровскую) частоту
ωp =
√
4pie2N
m
.
Получим
e3N
4l0(α)k2Tp
2
TvT
=
σl,trkT
16pil0(α)
.
Здесь σl,tr – продольно-поперечная проводимость,
σl,tr =
e~
p2T
(
~ωp
mv2T
)2
=
e
kTpT
( ωp
kTvT
)2
=
eΩ2p
pTkT
,
Ωp =
ωp
kTvT
=
~ωp
mv2T
– безразмерная плазменная частота.
Теперь составляющие тока равны:
jj =
σl,trkjJjj
16pil0(α)Ωj
[
Ωj +
iy
2
(
1 + q2j
J2j
2J1j
)]
, (6.10)
j0 =
σl,tr
16pil0(α)
(
k1
J112
Ω1
+ k2
J121
Ω2
)
×
×
{
Ω1 + Ω2
2
+
iy
2
[
1 +
(q1 + q2
2
)2 J20
2J10
]}
. (6.11)
Замечание. Из формул (6.10) и (6.11) видно, что при y = 0 (или
ν = 0), т.е. когда столкновительная плазма переходит в бесстолкнови-
тельную (z → x, z′ → x), эти формулы переходят в формулы для бес-
столкновительной плазмы:
jj =
σl,trkj
16pil0(α)
∞∫
−∞
ln(1 + eα−P
2
x )dPx
(qjPx − Ωj)3
,
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j0 =
σl,tr(Ω1 +Ω2)
16pil0(α)
[
k1
Ω1
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
[(q1 + q2)τ − (Ω1 +Ω2)]2(q2τ − Ω2)
+
+
k2
Ω2
∞∫
−∞
ln(1 + eα−τ
2
)dτ
[(q1 + q2)τ − (Ω1 + Ω2)]2(q1τ − Ω1)
]
.
Если ввести поперечные электрические поля
Ej
tr = Ej −
kj(Ejkj)
k2j
= Ej −
qj(Ejqj)
q2j
,
то выражение для продольного тока можно записать в инвариантой фор-
ме
j = σl,tr[J1k1(E
tr
1 )
2 + J2k2(E
tr
2 ) +E
tr
1 E
tr
2 (J12k1 + J21k2)].
Здесь
Jj =
1
16pil0(α)
J1jj
Ωj
(
z′j +
iy
4
q2j
J2j
J1j
)
,
J12 =
1
16pil0(α)
J112
Ω1
(
z′ +
iy
4
q2
J20
J10
)
,
J21 =
1
16pil0(α)
J121
Ω2
(
z′ +
iy
4
q2
J20
J10
)
.
Перейдем к рассмотрению случая малых значений волновых чисел. В
линейном приближении по k1 и k2 мы получаем:
jj = −
1
8piΩj(Ωj + iy/2)(Ωj + iy)
j12 = −
2
8piΩ1(Ω2 + iy)(Ω1 + Ω2 + iy)
,
j21 = −
2
8piΩ2(Ω1 + iy/2)(Ω1 +Ω2 + iy)
.
Таким образом, плотность продольного тока в случае малых значений
волновых чисел равна:
j = −
σl,tr
8pi
[
k1(E
tr
1 )
2
Ω1(Ω1 + iy/2)(Ω1 + iy)
+
k2(E
tr
2 )
2
Ω2(Ω2 + iy/2)(Ω2 + iy)
+
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+
2Etr1 E
tr
2
Ω1 + Ω2 + iy
( k1
Ω1(Ω2 + iy)
+
k2
Ω2(Ω2 + iy)
)]
.
Замечание. При y = 0 (ν = 0) из этих формул получаем соот-
ветствующие формулы для продольного тока в случае малых значений
волнового числа в бесстолкновительной плазме.
7 ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведем графическое исследование действительных и мнимых ча-
стей плотностей безразмерных "перекрестных" токов J12 и J21. В случае
одного электромагнитного поля в работе [21] было проведено графиче-
ское исследование безразмерной части продольного тока. При этом ис-
следовались составляющие безразмерных плотностей тока вида J1 (или
J2). При этом использовались формулы для J1 или J2. Поэтому в насто-
ящей работе будем исследовать "перекрестные" величины J12 и J21.
На рис. 1–4 представлено поведение действительной и мнимых частей
плотностей "перекрестных" токов при значениях величины безразмерно-
го химического потенциала α = 2, 0,−5 в зависимости от безразмерного
волнового числа q1, при этом Ω1 = 1,Ω2 = 0.5, q2 = 0.1. При этом на рис.
1 и 2 приводится поведение действительной и мнимой частей тока J12,
а на рис. 3 и 4 приводится поведение действительной и мнимой частей
тока J21.
Из рис. 1 и 2 видно, что действительная часть J12 с ростом q1 имеет
сначала минимум, а затем и максимум. С ростом степени вырождения
электронного газа увеличивается область значений и действительной ча-
сти, и мнимой. При этом точки экстремумов сдвигаются в область малых
значений q1. Точно такое же поведение обнаруживает и перекрестная
часть тока J21. Однако, с ростом величины химического потенциалау
мнимой части появляется и минимум.
На рис. 5–8 представим поведение действительных и мнимых частей
плотностей J12 (рис. 5б6) и J21 (рис. 7б8) при Ω1 = 1, q2 = 0.1 и при
Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3 в зависимости от безразмерного волнового числа q1.
Из этих рисунков видно, что действительная часть плотности "пере-
крестного" тока имеют один минимум и один максимум, причем с ростом
q1 эти величины стремятся к нулю. С ростом частоты колебаний второго
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электромагнитного поля величина максимума уменьшается, а величина
минимума увеличивается. Мнимая часть тока J12 имеет один максимум.
С ростом волнового числа q1 мнимые части J12 независимо от часто-
ты колебаний второго электромагнитного поля Ω2 сближаются и при
q1 → ∞ совпадают. Для плотности J21 мнимые части всех кривых сов-
падают и при малых и при больших значениях первого волнового числа.
Отметим также, что мнимые части "перекрестных" токов имеют макси-
мум при всех значениях частоты колебаний второго электромагнитного
поля. При уменьшении частоты колебаний первого электромагнитного
поля у мнимых частей появляется минимум. При уменьшении частоты
колебаний Ω1 величина максимума увеличивается, а минимума – умень-
шается.
В настоящей работе решена следующая задача: в плазме с произ-
вольной степенью вырождения электронного газа, распространяются две
электромагнитные волны с коллинеарными волновыми векторами. Урав-
нение Власова решается методом последовательных приближений, счи-
тая малыми параметрами одного порядка величины напряженностей со-
ответствующих электрических полей. Используется квадратичное раз-
ложение функции распределения.
Оказалось, что учет нелинейности электромагнитных полей обнару-
живает генерирование электрического тока, ортогонального к направ-
лению электрического поля (т.е. направлению известного классическо-
го поперечного электрического тока). Найдена величина поперечного и
продольного электрических токов. Рассмотрен случай малых значений
волновых чисел. Проведено графическое исследование так называемых
"перекрестных" слагаемых J12 и J21, составляющих величину плотности
продольного электрического тока.
В дальнейшем авторы намерены рассмотреть задачи о колебаниях
плазмы и о скин-эффекте с использованием квадратичного по потен-
циалу разложения функции распределения.
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Fig. 1. Real part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J12,
Ω1 = 1,Ω2 = 0.5, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless chemical
potential α = 2, 0,−5.
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Fig. 2. Imaginary part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J12,
Ω1 = 1,Ω2 = 0.5, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless chemical
potential α = 2, 0,−5.
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Fig. 3. Real part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J21,
Ω1 = 1, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless oscillation
frequency of second electromagnetic field Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3.
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Fig. 4. Imaginary part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J21,
Ω1 = 1, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless oscillation
frequency of second electromagnetic field Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3.
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Fig. 5. Real part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J12,
Ω1 = 1,Ω2 = 0.5, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless oscillation
frequency of second electromagnetic field Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3.
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Fig. 6. Imaginary part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J12,
Ω1 = 1,Ω2 = 0.5, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless oscillation
frequency of second electromagnetic field Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3.
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Fig. 7. Real part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J21,
Ω1 = 1, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless oscillation
frequency of second electromagnetic field Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3.
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Fig. 8. Imaginary part of dimensionless density of longitudinal "crossed" current J21,
Ω1 = 1, q2 = 0.1. Curves 1, 2, 3 correspond to values of dimensionless oscillation
frequency of second electromagnetic field Ω2 = 0.1, 0.2, 0.3.
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